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Mð �¦u

Trong h¼nh håc ph¯ng, c¡c d¤ng b i tªp v· chùng minh t½nh song song
hay chùng minh t½nh vuæng gâc luæn l  c¡c b i tªp thó và nh÷ng th÷íng
r§t khâ. �°c bi»t l  nhúng b i to¡n, �· thi d nh cho håc sinh giäi th¼ håc
sinh ph£i nm �÷ñc c¡c ki¸n thùc n¥ng cao, �¥y l  c¡c �ành lþ, t½nh ch§t
v  c¡c ph÷ìng ph¡p chùng minh khæng câ trong ch÷ìng tr¼nh �¤i tr  công
nh÷ ch÷ìng tr¼nh n¥ng cao ð bªc cì sð.

Trong thíi gian vøa qua, �¢ câ nhi·u håc vi¶n cao håc lüa chån c¡c chõ
�· v· h¼nh håc �º triºn khai luªn v«n th¤c s¾ nhúng ch÷a câ håc vi¶n n o
nghi¶n cùu mët c¡ch h» thèng v· c¡c b i to¡n chùng minh t½nh song song,
vuæng gâc �º ph¡t triºn th nh luªn v«n th¤c s¾ chuy¶n ng nh Ph÷ìng ph¡p
to¡n sì c§p.

Vîi mong muèn t¼m hiºu c¡c �ành lþ, t½nh ch§t công nh÷ ph÷ìng ph¡p
chùng minh t½nh song song, t½nh vuæng gâc qua mët sè b i to¡n, �· thi håc
sinh giäi �º l m t i li»u cho vi»c gi£ng d¤y cõa b£n th¥n v  l m t i li»u
tham kh£o cho håc sinh tü håc, tæi chån chõ �·: Ph÷ìng ph¡p chùng minh
t½nh song song, t½nh vuæng gâc qua vi»c gi£i mët sè b i to¡n, �· thi håc
sinh giäi cho luªn v«n th¤c s¾ cõa m¼nh.

Luªn v«n tªp trung nghi¶n cùu c¡c v§n �· sau:

• T¼m hiºu c¡c �ành lþ, c¡c t½nh ch§t li¶n quan �¸n �i·u ki»n �º hai �÷íng
th¯ng song song (hay vuæng gâc) vîi nhau công nh÷ c¡c h» qu£ câ �÷ñc
tø vi»c hai �÷íng th¯ng song song (hay vuæng gâc).

• S÷u t¦m c¡c b i to¡n luy»n thi �ëi tuyºn håc sinh giäi, c¡c �· thi håc
sinh giäi to¡n v· h¼nh håc ph¯ng li¶n quan �¸n t½nh song song, t½nh
vuæng gâc.

• Tr¼nh b y líi gi£i mët sè b i to¡n luy»n håc sinh giäi, c¡c �· thi håc
sinh giäi to¡n v· h¼nh håc ph¯ng li¶n quan �¸n t½nh song song, t½nh
vuæng gâc. Trong �â cè gng �÷a ra líi gi£i t÷íng minh �èi vîi nhúng
b i to¡n, �· thi m  t i li»u tham kh£o ch¿ câ líi gi£i vn tt ho°c �ành
h÷îng líi gi£i.
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• �èi vîi mët v i b i to¡n, cè gng �÷a ra nhi·u líi gi£i �º minh håa t½nh
linh ho¤t trong vi»c vªn döng c¡c t½nh ch§t, �ành lþ v o chùng minh
b i to¡n v· t½nh song song, t½nh vuæng gâc.

Vîi möc ti¶u nghi¶n cùu nh÷ vªy, bè cöc cõa luªn v«n bao gçm 3 ch÷ìng:
Ch÷ìng 1. Ki¸n thùc chu©n bà

Nëi dung ch÷ìng n y nh¬m h» thèng ho¡ c¡c t½nh ch§t, �ành lþ v  ph÷ìng
ph¡p chùng minh c¡c b i to¡n v· t½nh vuæng gâc (�÷íng thng, gâc) v  t½nh
song song trong h¼nh håc ph¯ng. C¡c �ành lþ v  t½nh ch§t cì b£n nh÷ �ành
lþ Thales �£o, �ành lþ Pythagoras, �ành lþ Ceva �º chùng minh c¡c �÷íng
th¯ng �æi mët song song ho°c �çng quy, �ành lþ Menelaus trong tam gi¡c
v  tù gi¡c, �ành lþ Carnot thu �÷ñc tø c¡c �÷íng th¯ng vuæng gâc n¬m tr¶n
c¡c c¤nh cõa tam gi¡c . . . �çng thíi công �÷a ra mët sè b i tªp ¡p döng
c¡c �ành lþ tr¶n �º chùng minh t½nh vuæng gâc v  song song.
Ch÷ìng 2. C¡c b i to¡n chùng minh t½nh vuæng gâc trong c¡c �·
thi Håc sinh giäi

Nëi dung ch÷ìng 2 tr¼nh b y mët c¡ch t÷íng minh vi»c vªn döng c¡c
�ành lþ, t½nh ch§t . . . �º chùng minh mët sè b i to¡n li¶n quan �¸n t½nh
vuæng gâc. S÷u t¦m c¡c b i to¡n luy»n thi �ëi tuyºn håc sinh giäi, c¡c �·
thi håc sinh giäi to¡n v· h¼nh håc ph¯ng li¶n quan �¸n t½nh vuæng gâc.
Ch÷ìng 3. C¡c b i to¡n chùng minh t½nh song song trong c¡c �·
thi Håc sinh giäi

Nëi dung ch÷ìng 3 cõa luªn v«n tr¼nh b y mët c¡ch t÷íng minh vi»c vªn
döng c¡c �ành lþ, t½nh ch§t . . . �º chùng minh mët sè b i to¡n li¶n quan �¸n
t½nh song song. S÷u t¦m c¡c b i to¡n luy»n thi �ëi tuyºn håc sinh giäi, c¡c
�· thi håc sinh giäi to¡n v· h¼nh håc ph¯ng li¶n quan �¸n t½nh song song.

V¼ �i·u ki»n thíi gian giîi h¤n n¶n ph¤m vi nghi¶n cùu cõa luªn v«n tªp
trung chõ y¸u l  c¡c b i to¡n thuëc H¼nh håc ph¯ng.

Th¡i Nguy¶n, ng y 26 th¡ng 3 n«m 2019
T¡c gi£ luªn v«n

Ngåc Thà H 
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Ch÷ìng 1

Ki¸n thùc c«n b£n

1.1 C¡c �ành lþ, m»nh �· v· t½nh vuæng gâc, song song
trong h¼nh håc ph¯ng

1.1.1 Ki¸n thùc chu©n bà

Tr÷îc ti¶n, chóng ta s³ nhc l¤i c¡c kh¡i ni»m cì b£n �¢ �÷ñc �· cªp
trong c¡c ch÷ìng tr¼nh gi¡o döc phê thæng v· hai �÷íng th¯ng song song,
hai �÷íng th¯ng vuæng gâc v  c¡c t½nh ch§t cì b£n cõa chóng.

�ành ngh¾a 1.1. Hai �÷íng th¯ng xx′, yy′ ct nhau v  trong c¡c gâc t¤o
th nh câ mët gâc vuæng �÷ñc gåi l  hai �÷íng th¯ng vuæng gâc v  �÷ñc kþ
hi»u l  xx′ ⊥ yy′.

�÷íng th¯ng vuæng gâc vîi mët �o¤n th¯ng t¤i trung �iºm cõa nâ �÷ñc
gåi l  �÷íng trung trüc cõa �o¤n th¯ng §y.

�ành ngh¾a 1.2. Hai �÷íng th¯ng song song l  hai �÷íng th¯ng khæng câ
�iºm chung.

Hai �÷íng th¯ng ph¥n bi»t th¼ ho°c ct nhau ho°c song song vîi nhau.
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Nhªn x²t 1.1. Tø h¼nh v³ d÷îi �¥y chóng ta x¡c �ành c¡c c°p gâc sau �¥y
(i) Hai gâc A1 v  B3 công nh÷ hai gâc A4 v  B2 �÷ñc gåi l  hai gâc so le
trong.
(ii) C°p gâc A1 v  B1 �÷ñc gåi l  c¡c c°p gâc �çng và. T÷ìng tü ta câ c¡c

c°p gâc �çng và kh¡c l  A2 v  B2; A3 v  B3; A4 v  B4.

�ành ngh¾a 1.3. N¸u �÷íng th¯ng c ct hai �÷íng th¯ng a, b v  trong c¡c
gâc t¤o th nh câ mët c°p gâc so le trong b¬ng nhau (ho°c mët c°p gâc �çng
và b¬ng nhau) th¼ a v  b song song vîi nhau.

Ti¶n �· 1.1 (Ti¶n �· Euclide). Qua mët �iºm ð ngo i mët �÷íng th¯ng
ch¿ câ mët �÷íng th¯ng song song vîi �÷íng th¯ng �â.

Hai �o¤n th¯ng AB v  CD gåi l  t¿ l» vîi hai �o¤n th¯ng A′B′ v  C ′D′

n¸u câ t¿ l» thùc

AB

CD
=
A′B′

C ′D′
ho°c

AB

A′B′
=

CD

C ′D′
.

�ành ngh¾a 1.4. Cho �÷íng th¯ng d. Ph²p bi¸n h¼nh bi¸n méi �iºm M

thuëc d th nh ch½nh nâ, bi¸n méi �iºm M khæng thuëc d th nh M ′ sao cho
d l  �÷íng trung trüc cõa �o¤n th¯ng MM ′ �÷ñc gåi l  ph²p �èi xùng qua
�÷íng th¯ng d hay ph²p �èi xùng tröc d. Ph²p �èi xùng tröc th÷íng �÷ñc k½
hi»u l  �d.

�ành ngh¾a 1.5. Cho �iºm I. Ph²p bi¸n h¼nh bi¸n �iºm I th nh ch½nh nâ,
bi¸n méi �iºm M kh¡c I th nh M ′ sao cho I l  trung �iºm cõa �o¤n th¯ng
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MM ′ �÷ñc gåi l  ph²p �èi xùng t¥m I. Ph²p �èi xùng t¥m th÷íng �÷ñc k½
hi»u l  �I

�ành ngh¾a 1.6. Cho �iºm O v  gâc l÷ñng gi¡c α. Ph²p bi¸n h¼nh bi¸n O
th nh ch½nh nâ, bi¸n méi �iºm M kh¡c O th nh �iºm M ′ sao cho OM =

OM ′ v  gâc l÷ñng gi¡c ̂(OM,OM ′) = α �÷ñc gåi l  ph²p quay t¥m O gâc
α. Ph²p quay t¥m O gâc α th÷íng �÷ñc k½ hi»u l  Q(O,α).

�ành ngh¾a 1.7. Cho tr÷îc mët �iºm O v  sè thüc k 6= 0. Ph²p bi¸n h¼nh
bi¸n måi �iºm M th nh �iºm M ′ sao cho

−−→
OM ′ = k

−−→
OM �÷ñc gåi l  ph²p

và tü t¥m O t¿ sè k v  �÷ñc k½ hi»u l  V(O,k). �iºm M ′ �÷ñc gåi l  £nh cõa
�iºm M,M �÷ñc gåi l  t¤o £nh cõa M ′, O l  t¥m cõa ph²p và tü, k l  t¿ sè
và tü.

Nhªn x²t 1.2. Ph²p và tü t¿ sè k câ c¡c t½nh ch§t sau:

(i) Bi¸n ba �iºm th¯ng h ng th nh ba �iºm th¯ng h ng v  b£o to n thù
tü giúa c¡c �iºm �â.

(ii) Bi¸n �÷íng th¯ng th nh �÷íng th¯ng song song ho°c tròng vîi nâ, bi¸n
tia th nh tia, bi¸n �o¤n th¯ng th nh �o¤n th¯ng.

(iii) Bi¸n tam gi¡c th nh tam gi¡c �çng d¤ng vîi nâ, bi¸n gâc th nh gâc
b¬ng nâ.
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�ành ngh¾a 1.8. Cho �÷íng trán (O;R) v  �iºm M cè �ành, OM = d.
Mët �÷íng th¯ng thay �êi qua M ct �÷íng trán t¤i hai �iºm A v  B. Khi
�â,

MA.MB = MO2 −R2 = d2 −R2.

�¤i l÷ñng khæng �êi MA.MB = MO2 − R2 = d2 − R2 gåi l  ph÷ìng t½ch

cõa �iºm M �èi vîi �÷íng trán (O;R), k½ hi»u PM/(O).

K¸t qu£ cõa c¡c �ành lþ sau �¥y th÷íng �÷ñc dòng �º chùng minh c¡c
b i to¡n trong h¼nh håc ph¯ng v· t½nh song song v  vuæng gâc, chóng ta s³
bä qua ph¦n chùng minh.

�ành lþ 1.1 (H» thùc l÷ñng trong tam gi¡c vuæng). Cho tam gi¡c ABC
vuæng t¤i A, �÷íng cao AH, ta câ

AB2 = BC.BH, AC2 = BC.HC, AH2 = BH.CH, BC.AH = AC.AH,

1

AH2
=

1

AB2
+

1

AC2
.

�ành lþ 1.2. Khi M n¬m ngo i �÷íng trán (O) ta v³ �÷ñc ti¸p tuy¸n MT

tîi �÷íng trán. Khi �â PM/(O) = MA.MB = MT 2.


